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关于它如何为现代文明带来的一个个神迹，我们将在后续的几篇文章里慢慢体会。

在此之前，我们需要先来参悟一下方程本身的意义。

不然，等我们自虐般地解完一堆不同束缚态的薛定谔方程之后，可能仍然不知道自己在干啥。

而为了达到循序渐进的效果，我们将薛定谔方程的参悟的过程，由具象到抽象、拆成两个问题来回
答：

•  实用主义之问：求解薛定谔方程能得到什么有用信息？
•  好奇宝宝之问：薛定谔方程本身的含义是什么？

1) 求解薛定谔方程能得到什么？

在中学物理中，我们就知道，一个原子核的核外电子的能量往往不能连续取值，而只能处在一些分
立的能量值上面，这些分立的能量值叫作电子的能级(Energy Level)。

当我们在化学课中讨论一个元素化学性质的第一性原理时，或者当我们在半导体物理中讨论导带、
禁带等决定半导体材料性能的关键因素时，其实本质上就是在直接或间接讨论原子核外电子的能级
分布。

而这些能级分布的信息，正是薛定谔方程给出来的。

换句话说，求解薛定谔方程能得到的最重要的信息，就是一个体系中允许存在的能级。

如果先放下整个方程的物理意义不谈，仅仅满足于“得到能级信息”这个实用主义的目的，那么这
个求解过程理解起来并不难，我们马上就能体验一番。

先来瞥一眼薛定谔方程：
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此处：

 即虚数单位；

 ，称为约化普朗克常数；

 ，即梯度算子；

 ，是体系中的势能分布，取决于具体的物理情形；

 ，即名声在外的波函数(Wave Function)。

而为了方便讨论，我们不妨先将方程简化为一维情形，此时梯度算子退化为对  坐标的偏导数，
方程简化为：

根据我们在前面几课中对线性偏微分方程的认识，我们知道，要求解这样一个方程，标准做法是先
分离变量，得到关于坐标和关于时间的两个独立方程，记为：

这样，方程就化为：

两边同时除以  ，得：

我们不妨令方程两边同时等于某个常数：

这样就能将两个分别求解了。

而根据以前求解弦振动和热传导方程的经验，我们需要重点关注的，通常是坐标的方程：

为了方便后面的讨论，我们将两边同时乘以  ，这样方程化为：

这个方程叫作定态薛定谔方程(它也是我们讨论薛定谔方程意义的关键 )。

回顾本系列以前的文章中求解弦振动方程和热传导方程的经验，我们可以猜到：

如果限定了边界条件，那么我们通常会得到这个方程的一组特解序列  ，而每个

特解会对应一个常数值  ，满足方程：
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这里得到的常数序列  ，就是粒子能量允许出现的取值，也就是能级。

这里顺便说一句，一个体系里允许的能级  ，在量子力学中被称作能量的本征值(Eigen
Value)，请记住这个词，待会儿我们还会讨论它。

到这里，用薛定谔方程寻找能级的过程就说完了。

看起来是不是很简单？我们仅仅调用一下已经在前面的课程中练过手的分离变量法，就能解出允许
出现的能级取值，这完全体验不到烧脑的感觉啊……

但是别忘了，我们在这里仅仅是对求解步骤做了一个简单介绍，而并没有真实地经历在具体的势能
条件下求解  的过程。

相信我，等后面我们给出了具体的势能函数  ，真正动手求解的时候，就会发现岁月静好都

是假象。真实情况是，哪怕面对的是所有元素中最简单的氢原子体系，求解过程都会让我们痛苦到
怀疑人生。

但不管怎么样，如果我们不去纠结“为什么薛定谔方程解出来的  就是我们要找的能级”之类

的深层次问题，仅仅就功利主义的目的而言，理解到这一步，就可以进入具体的物理场景中求解薛
定谔方程(虽然很痛苦 )、去见识那些改变人类历史进程的神迹了。

不过，作者相信，本文的读者不会甘心就此打住，因为未解的疑点实在太多：

比如波函数  以及特解序列  的物理意义是什么？又比如为什么体系允许的能级  必须通

过求解薛定谔方程来得到？

这两个问题的背后，其实也就是我们将要回答的第二个问题：

•  好奇宝宝之问：薛定谔方程本身的含义是什么？

而回答这个问题之前，我们还得追溯到一个更根本的问题：

进入量子力学世界的正确姿势是怎样的？
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可能……是这样的？

2) 进入量子力学的正确姿势

我们知道，在经典力学中，描述一个物理对象的状态时，我们用的是具体的、可以测量的力学量
(如位置、速度、动量、能量等 )。

而在量子力学中，一个物理对象或体系的状态，只需要用一个抽象的东西来描述，它叫做“态矢量
(State Vector)”，也就是我们通常说的“量子态”。

(比如薛定谔的猫那种既生又死的状态就是态矢量的一个虚构的、但是很直观的版本…… )

而这个抽象的态矢量有一种定量化的、可用于计算的表述方式，这正是波函数  。

当然，有同学会很好奇：一个函数怎么和一个被称作“矢量”的玩意儿联系起来？

这个我们后面再来体会。

现在我们来关注一个更重要的问题：

在量子力学中，我们熟悉的经典力学量信息被扔到哪里去了？

毕竟，宏观世界与微观世界不是割裂的，所以，经典力学中能得到的信息，量子力学中也必须包
含。

这个问题的答案也不难猜到：

经典力学量的信息当然应该都包含在波函数当中。赞同 582 ​ 38 条评论 ​ 喜欢 ​ 收藏 ​ 申请转载​ 分享



不过，这种说法还不够准确，更准确的说法是：

经典力学量的信息都以概率形式被包含在波函数当中。

换句话说，波函数不是一个具体的物理量，但它包含了所有经典力学量的概率信息。

这样一来，从字面上来说，波函数  的物理意义就清楚了：

它是一个包含了所有经典力学量概率信息的抽象物理量“态矢量”的具体化身。

(更准确地说，是在“坐标表象”下的具体化身，但这里我们不用去关注什么是“坐标表象”，有
兴趣知道的同学可以关注本专栏另一个深度科普系列：从线性代数到量子力学)

那么具体怎么包含这些概率信息呢？

相信本文的读者都听说过薛定谔的猫吧，我们先用它来做一个不严谨的说明。

我们知道，在这个思想实验中，有一个盒子里装了三样东西：

一颗可能发生衰变的粒子、一台可以被粒子的衰变触发的杀猫神器、和一只万年网红猫。

当我们不打开盒子时，对于盒子外面的观察者而言，粒子的衰变状况就是一个不确定的状态，相应
地、猫就处于一种“既生又死”的叠加态。

这种叠加态，就是一个典型的(虽然是虚构的 )态矢量，事实上，我们可以像向量的线性组合一样，
将它表示成向量叠加的形式：

这里我们采用的是一种叫做“狄拉克符号”的记法，其中  就是描述“既生又死叠加态”的态

矢量，而  表示观察到活猫的“活猫态”，  表示观察到死猫的“死猫态”。

将它表示成几何直观，就是这个样子：

也就是说，当我们不去观察猫时，猫实际所处的状态，是“活猫态”  和“死猫态”  的

线性叠加，这在经典物理中不可能存在的状态，恰恰是量子力学的最大特征。

现在我们来说说概率信息：

刚才我们看到，猫的态矢量的线性叠加关系中，有两个叠加系数  ，这两个系数就包含了
概率信息。

具体说来，就是当我们打开盒子观察猫的死活时，猫的状态会随机坍缩到“活猫态”和“死猫态”

当中的一个，坍缩到“活猫态”的概率是  ，而坍缩到“死猫态”的概率是 
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这就是态矢量包含概率信息的原理。

我们来看两个真实的例子。

3) 概率信息与本征态

第一个例子，是我们在很多量子力学科普书上都看到过的，波函数的统计诠释：

一个粒子的波函数的模方  ，表示  时刻在  处找到这个粒子的概

率密度。

这句话就描述了波函数如何包含粒子位置的概率信息，后面的课程中，我们会看到它给我们带来的
好处。

不过，位置毕竟只是众多力学量中的一个，我们还要关注其他的力学量。

虽然其他力学量的概率信息不再像位置的概率信息那么明显，但我们仍然能找到它们。

比如我们接下来要说的第二个例子，也是我们最关注的能量。

在前面对薛定谔方程求解过程的描述中，我们知道，通过分离变量，求解关于坐标的那个定态薛定
谔方程，我们能得到特解序列  以及相应的能级序列  。

而粒子处于某个能级的概率，就是通过特解序列  来计算的，我们马上来看。

类比弦振动方程和热传导方程，我们知道，如果给定了薛定谔方程的初始条件  ，那么 

 可以表示成  的级数和形式，即：

而这里的系数  的模方  就代表了能量的概率信息，说得具体一点，就是：

对于一个初始状态处于  的粒子，当我们去测量它的能量时，测得它处在能级  上的

概率为  。

也就是说，在寻找能量的概率信息时，特解序列  扮演了一个非常关键的角色。

前面我们提到过，一个体系允许出现的能级  称作能量的本征值(Eigen Value)。

现在，我们也相应地将这个扮演关键角色的特解序列  称作能量的本征函数(Eigen

Function)、或者叫做能量的本征态(Eigen State)。

这里对本征态的物理意义稍微多聊两句：

以能量本征态为例：一个粒子的波函数，通常是能量本征态的线性叠加(即前面给出的级数和 )，这
也是所谓“叠加态”，此时能量是不确定的。但一旦我们去测量它的能量时，波函数就会随机坍缩
到其中一个本征态上，此时能量就是确定的了。

所以，本征态的物理意义就是：对一个物理对象测量某个力学量，得到某个确定本征值的时候，粒
子所处的量子态。

打个不恰当的比喻：在薛定谔的猫的例子中，如果将“猫的死活”看成一个“力学量”(虽然这是
虚构的 )，那么“死猫”和“活猫”就是这个力学量的两个本征态。打开盒子观察猫的死活之前，
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猫的状态就是两个本征态的叠加，但一旦打开盒子看了猫之后，猫的状态就确定了，此时它必然随
机坍缩到某个本征态上，不是死就是活，绝对不会又死又活。

不过需要注意的是，当粒子处于能量的某个本征态  、即具有确定的能量值  时，位置

仍然是不确定的，此时位置的概率分布仍然由  计算。

而这个概率分布的一个直观的例子，就是原子核外各种形态的电子云，每一种电子云形态其实就对
应了能量的一个本征态(准确说是三维情形下的  )，这个我们以后再解释：

而这个本征态的概念可以推广到任意力学量：

对于一个具体的物理对象，任意一个力学量  都会对应一组允许取值的本征值  (也就是经典

力学中可以被测量到的值 )和相应的本征态  ，当我们将  表示成这些本征态的级数和 

 时，相应的系数的模方  就是测得该粒子  的概率。

由此，我们就看到了波函数如何包含经典力学量的概率信息。

而在量子力学中，某个力学量的本征值和本征态信息，其实也完整描述了这个力学量本身，从这个
意义上说，本征值和本征态就是“一个力学量的ID”。

那么，怎样才能找到一个力学量的本征值和本征态呢？

这将通过求解所谓的“本征方程”来实现。

接下来的问题自然就是：本征方程长什么样？

前面我们提到“本征值”时，在括号里备注了它的英文： Eigen Value，而这个词的另一个中文翻
译，是线性代数中的“特征值”，这不禁让我们浮想联翩：

也许本征方程和线性代数中的特征值理论有关？

我们这就回到线性代数中看看。

4) 叙旧：特征值与特征向量
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在线性代数中，一个矩阵与向量相乘的过程，可以看成是对向量的某种操作。

从结果上来说，一个“普通的”矩阵碰上一个“普通的”向量时，通常会使这个向量同时发生旋转
和伸缩，而且在不同的向量上会造成不同的旋转角度和伸缩系数。

不过，对于一个矩阵而言，我们总是能找到一组“不普通的”向量，使得这个矩阵作用在上面时，
只产生伸缩的效果，而不会使其旋转。

这样的向量，就是这个矩阵的特征向量，而它伸缩的比例，就是相应的特征值。

写成矩阵相乘的形式，就是：

其中  是矩阵  的特征向量，  是相应的特征值。

现在我们回到量子力学，来看看这个关系式的一个失散多年的孪生兄弟。

5) 本征方程

温馨提示：以下内容可能因为过于抽象而引起不适，如阅读中出现精神异常，请及时就医。

量子力学中，一个力学量也会对应一个类似于矩阵的东西，我们将它称作“算符”，通常是在该力
学量的符号上加一个小尖帽  。

比如，一个粒子的  坐标有“  坐标算符”，记作  ；动量有动量算符，记作  。

而我们最关注的能量，也有能量算符，又叫哈密顿算符(Hamiltonian Operator，这是因为经典
力学中能量又被称作哈密顿量)，记作  。

是不是很头疼？这好端端的，怎么又冒出一堆新玩意儿来。

但不管怎么样，来都来了，我们还是问问这堆算符的物理意义是什么吧。

单独讨论算符的物理意义是比较困难的，但我们可以像矩阵作用在特征向量上面一样，将一个算
符、比如哈密顿算符  作用在它的某个本征态  上面，形式上写成：  ，这个时候就

可以讨论物理意义了。

不严格地说，这个式子的物理意义可以理解为，对一个处于状态  的粒子测量它的能量。

而根据前面提到的本征态的物理意义，我们知道，此时我们会百分之百得到一个确定的能量值 
 ，测量结束之后，粒子的状态仍然处于  。
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不严格地说，这个公式的左边可以理解为测量行为，右边可以理解为测量结果。

而能量算符与能量本征态的这个关系，对于一般的力学量也成立，任意一个力学量  与它的本征
态  之间也满足：

(其中  是本征态  对应的本征值 )

看，这个式子是不是和矩阵的特征向量关系式  形式上很像？

没错，这就是我们要找的本征方程的抽象形式。

(可以看到，力学量算符作用在波函数上，形式上和矩阵作用在向量上一样，这就是为什么我们将
波函数又称作“态矢量”的原因 )

不过，这个抽象形式看起来虽然很有道理的样子，但还是不能当饭吃。毕竟，我们拿着本征方程是
要找出本征值和本征态的。

所以接下来，我们要来关注本征方程的具体计算。

实际上，如果知道了力学量算符的某种具体的、可以计算的形式，那么从理论上说，本征值和本征
态就可以通过本征方程被解出来。

那么，这些算符的具体的形式长什么样呢？

在线性代数中，我们知道，它们就是一个个具体的矩阵。

而在量子力学中，算符的花样会比较多：它们有时候表现成一个(无穷维的 )矩阵，有时候又是一个
函数，甚至有时候还会变成其他骨骼清奇的怪物……

我们还是以我们最关注的能量算符、也就是哈密顿算符  为例来具体看一看。

6) 能量的本征方程

我们先从形式上写出能量的本征方程：

由于能量本征值  即本征态  都已经有了具体的值或函数形式，因此接下来的任务，就是要

找出哈密顿算符的具体形式(坐标表象下 )。

这需要我们从牛顿力学中寻找一些启示。

在牛顿力学中，我们知道，一个体系的总能量(单指机械能 )是动能与势能之和，即：

而动能： 
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于是： 

这个关系式可以直接照搬到算符上面来，我们将动量算符记为  、势能算符记为  ，那么我

们可以形式上写出哈密顿算符(能量算符 )与动量、势能算符之间的关系：

之所以要写成这样的形式，是因为动量和势能两个算符的具体形式(坐标表象下 )是我们可以直接给
出来的。

先说简单的：势能算符  ，可以直接表示成势能关于坐标的函数 

而动量算符  (只讨论一维情形 )，就是我们前面说的“骨骼清奇的怪物”的一个例子，它是一个

微分算子： 

(这个关系式的由来说来话长，这里不展开，还是在那个深度科普系列 从线性代数到量子力学 中，
有一个不严谨但相对易于理解的说明 )

将这两个式子代入哈密顿算符关系式中，得：

再将哈密顿算符代入能量本征方程中，我们就得到：

由于本征函数  只是  的函数，因此上式中对坐标的偏导可以写成  ，于是方程化为：

还认识它吗？它就是我们前面分离变量得到的定态薛定谔方程！

7) 薛定谔方程的含义

到这里，我们终于可以来理一理薛定谔方程的含义了。

首先，刚才我们已经看到，分离变量后得到的定态薛定谔方程，本质上就是能量本征方程的一个具
体形式，它描述的是能量的哈密顿算符与能量本征值、本征态之间的关系。

这样一来，“求解薛定谔方程可以得到能量的本征值”这个结论从逻辑上说就没有什么违和感了。

现在我们再简单说说薛定谔方程本尊，虽然它对我们这个系列来说其实并不那么重要。

根据我们前面给出的哈密顿算符的关系式，我们可以将薛定谔方程写成抽象形式：
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从这个式子可以看出，它其实描述的是态矢量的时间演化规律与体系能量之间的关系，或者说得更
通俗一点，描述的是量子态的动力学规律。

这也就是为什么我们常常将薛定谔方程比作“量子力学中的牛二定律”。

顺便提一句，这个演化规律背后，还涉及到一些更深层次的物理意义，不过这需要涉及到分析力
学、李群等离我们这个系列有些遥远的知识，我们就不继续深究了。

毕竟，仅仅从实用主义的角度来说，我们其实只需要关注定态薛定谔方程就足够了。

8) 结语与预告

能将这篇烧脑文坚持读到最后的同学，你们真的不容易。

说实话，其实文章写到最后，作者也不敢确定，是否真的能对零基础的同学讲清楚薛定谔方程的含
义，毕竟篇幅那么短、信息量那么多、而量子力学又那么抽象。

如果没有完全读懂文中内容，又想了解更多，可以看看文中一直安利的另一个深度科普系列：

那个系列更侧重于讲述量子力学背后精妙的数学体系，节奏也比这篇文章慢得多，有兴趣的同学可
以去瞧瞧。

但不管有没有完全理解薛定谔方程，对于理解它的应用而言，我们只需要知道一点就够了：

薛定谔方程能给出体系能量的本征态和本征值(也就是能级 )的信息，这是我们从第一性原理上理解
化学元素的周期律和化学性质、理解材料的一些宏观物性、以及理解半导体原理的关键。

正是这个关键信息，带来了二十世纪灿烂的物质文明。

接下来的几篇中，我们将见识到这一点。
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